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1 Zliczanie na rozgrzewke

Zadanie 1

Ile jest liczb dwucyfrowych, w ktérych cyfra dziesiatek jest rowna 1 lub 2, a cyfra jednosci
jest wieksza niz 57 Narysuj drzewo, ktorego gatezie przedstawiaja wszystkie utworzone liczby.
A ile jest liczb trzycyfrowych, w ktérych cyfra setek jest réwna 1, 2 lub 3, cyfra dziesigtek
jest podzielna przez 5, a cyfra jednosci jest wieksza niz 67 Narysuj drzewo, ktérego galezie
przedstawiaja wszystkie utworzone liczby.

Zadanie 2

Pan Marek ma 3 marynarki, 4 krawaty i 5 koszul. Na ile roznych sposobdéw moze skompletowaé
stroj do pracy?

Zadanie 3

Ile jest réznych punktéow (z,y) plaszczyzny o wspéhrzednych catkowitych takich, ze 4 <z < 20
i0<y<1007

Zadanie 4

Rzucamy dwiema réznymi monetami, a nast¢pnie trzema roznymi sze$ciennymi kostkami do
gry. Ile roznych wynikow tego doswiadczenia mozemy uzyskaé?

Zadanie 5

W biegu startuje osmiu biegaczy - czterej Jamajczycy, trzej Anglicy i Grek. Bieg ma sie rozgry-
waé na biezni ztozonej z osmiu numerowanych toréw. Przed biegiem dla zawodnikéw losowane
sg tory, po ktorych beda biegli. W tym zadaniu liczymy tylko rozktad toréw pomiedzy narodo-
wosci — biegacze danej narodowosci beda dla nas nierozréznialni.

a) Ile jest wszystkich mozliwych wynikéw losowania toréw?



Ile jest takich mozliwych wynikéw, w ktérych Grek na pewno startuje z toru pierwszego?

)

¢) Ile jest takich mozliwych wynikéw, w ktérych Grek na pewno startuje z toru piatego?
) Ile jest takich mozliwych wynikéw, w ktérych Jamajczycy na pewno startuja z toréw 1-47
)

Ile jest takich mozliwych wynikow, w ktérych zadnych dwoéch zawodnikéw z Europy nie
bedzie biegto na sgsiednich torach?

f) Ile jest takich mozliwych wynikéw, w ktorych zadnych dwoch zawodnikéw z Europy nie
bedzie biegto na sasiednich torach i zadnych dwéch zawodnikéw z Jamajki nie bedzie biegto
na sgsiednich torach?

2 Permutacje, kombinacje i wariacje

Na rozgrzewke zacznijmy od silni, czylin!=1-2-3-...,n.

Zadanie 6

Ile wynosi:
a) bl
b) 7.

Permutacje to liczenie liczby mozliwych ustawien kolejnosci jakiegos zbioru elementéw.
Elementy zbioru n-elementowego mozna ustawi¢ w n-elementowe ciagi elementéw (bez powtd-
rzen) na n! sposobéw, gdzie n!=1-...n.

Wariacje bez powtdérzen to nieco bardziej ogblne zadanie. Ze zbioru n-elementowego
wybieramy k-elementowe ciagi (bez powtorzen). Mozna to zrobié¢ na:

n!

Vizn(n=D)(n-kr)= o

Sposobow.
Wariacje z powtérzeniami to wybor ze zbioru n-elementowego k-elementowego ciggu, w
ktorym elementy moga si¢ powtarza¢. Mozna wigc to zrobi¢ na

Wk =n”

n

Sposobow.
Kombinacje bez powtdrzen to wybor ze zbioru n-elementowego k-elementowego pod-
zbioru (a wiec bez powtodrzen i nie liczy sie kolejnosé elementéw). Latwo zauwazyé, ze

Crk. Kl =VF
gdzie CF to liczba kombinacji bez powtdrzen. A zatem

Ck_v_ﬁ_n-(n—l)-...-(n—k+1)_ n! _(n)
LT k! S (n-k) -k \E)

To ostatnie oznaczenie jest nazywane symbolem Newtona.



W koncu kombinacje z powtdrzeniami to zadanie wyboru ze zbioru n-elementowego ko-
lekeji k-elementowej, w ktorej jednak elementy moga mie¢ krotnosci (ale nie liczy sie kolejnosé).
Jest to réwnowazne zadaniu polegajacym umieszczeniu k elementéw w n pudtach. DoszliSmy
do wniosku, ze mozna to zrobi¢ na

Kk_(n+k—1)

" n-1

sposobow.
Podsumowujac mamy, co nastepuje

wariacje (kolejno$¢) | kombinacje (bez kolejnosci)
bez powtorzen Vk=nl/(n-Fk)! CF = (Z)
z powtorzeniami Wk = nk Kk = (n+k71)

Zadanie 7

Ile wynosi:

Zadanie 8

Okredl, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez po-
wtérzen oraz oblicz. Ile r6znych piecio-literowych stéw (tez bez sensu) mozna utworzy¢ z liter

wyrazenia AGRESYWNA MALPA,
a) jesli kazdej litery mozemy uzy¢ wielokrotnie?

b) jesli kazde stworzone stowo musi sie sktadaé¢ z réznych liter?

Zadanie 9

Okreél, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez po-
wtérzen oraz oblicz. Z kazdego stowa, o ktérym mowa w poprzednim zadaniu w podpunkcie a)
tworzymy statystyke o tym ile i jakich liter w nim wystepuje.

a) lIle réznych statystyk mozemy dostaé?

b) A ile mozemy dostaé statystyk, jesli kazde stworzone stowo musiato sie sktada¢ z réznych
liter?



Zadanie 10

Okresl, czy w nastepujacym zadaniu mowa o wariacjach, czy o kombinacjach, z czy bez powto-
rzen oraz oblicz.

a) Pie¢ nierozréznialnych malp siedzi na 8-miu kolejnych drzewach. Ile takich sytuacji istnieje?

b) aile sytuacji zaobserwuje wytrawny biolog, ktéry bedzie potrafit rozr6zni¢ wszystkie matpy?

Zadanie 11

Mamy do wystania (w sumie) dwanascie identycznych listéw, i musimy je wystaé do czterech
0s6b. Na ile sposobow mozna to zrobi¢? Na ile sposobéw mozna to zrobié¢ przy zatozeniu, ze
kazda osoba otrzyma co najmniej dwa listy?

Zadanie 12

Ile liczb ze zbioru {1,2,...,99999} ma taka wlasnosé, ze suma ich cyfr wynosi 77
Wskazowka: Mamy siedem jedno$ci © musimy te jednosci rozdzieli¢ w dowolny sposéb na 5 moZli-
wych pozycyi cyfr w liczbie.

3 Trojkat Paskala
Opowiadajac bajke o stadzie n malp wybierajaca k-osobowa ekipe do poszukiwania nowego
zerowiska, udowodnilismy, ze
(-G
= + )
k k-1 k
Rzeczywiscie, samiec alfa moze albo po prostu wybra¢ k& malp ze swojego stada, albo zdecy-

dowa¢ najpierw, czy pdjdzie on, i w zaleznosci od tego albo wybra¢ k — 1 z pozostatych n -1
malp, albo k z pozostatych n —1 malp.

Zadanie 13
Udowodnijcie ten fakt, czyli ze dla kazdego n, k, k <n,
(-G =)
= + R
k k-1 k
ale korzystajac z algebraicznej definicji symbolu Newtona.
7 tego faktu oraz z tego, ze dla kazdego n,

n n
(0)-()-1
0 n
wynika, ze symbole Newtowna (Z) mozna przedstawi¢ w ponizszym tréjkacie, zwanym trojka-
tem Pascala, w ktorym kazdy element jest sumag elementéw nad nim i nad nim na lewo.



k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
n=0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n=>06 1 6 15 20 15 6 1
n="7 1 7 21 35 35 21 7 1

Przy okazji patrzac na ten tréjkat udowodnilismy, ze dla kazdego n,

(0)-)- ()

Mozna to tez udowodni¢ inaczej:

Zadanie 14

Udowodnijcie, zastanawiajac sie nad kombinatorycznymi aspektami, ze dla kazdego n,

(0 () ()=

Wréémy jednak do opowiadania historyjek i znajdzmy taka, ktéra jest rozwigzaniem naste-
pujacego zadania.

Zadanie 15
Udowodnijcie, ze dla kazdych k,r, k <r, zachodzi

r r—1
Hi) =)
k k-1
Czasem do notowania dtugich sum bedzie nam si¢ przydawac notacja sumy z uzyciem znaku
Y. Pod znakiem piszemy nazwe zmiennej, a po réwnosci jej pierwsza wartos¢, a nad znakiem

jej koncowa warto$é¢ i sumujemy wszystkie wyrazenia za znakiem > dla kolejnych wartosci
zmiennej. Na przyktad,

7

5
(12 +2)=(32+2) + (42 +2) + (5* +2) = 11 + 18 + 27.
=3

Zadanie 16
Oblicz
a) 233527

b) Sho(i2+9).



Zadanie 17
Oblicz

2021 1
kz::l k(k+1) )
Wskazowka: Zapisz m w postaci % + %,

Wréémy zatem do historyjek.

Zadanie 18

Udowodnijcie, nic nie liczac, ze

4 Wzér dwumianowy Newtona

Zacznijmy od prostego zadania na rozgrzewke.

Zadanie 19
Rozwin

a) (a+0b)3

b) (a+b)t

oraz poréownaj wyniki z liczbami z trojkata Pascala. Czy jeste$ w stanie na tej podstawie sfor-
mulowaé¢ swoje przewidywania na temat kolejnych poteg? Sformutowatas/e$ prawdopodobnie
wzér dwumianowy Newtona!

Jedli cheemy rozpisaé wyrazenie postaci (a +b)" = (a+b)-...-(a+0b) to pojawi sie suma
iloczynéw postaci akb"*. Zauwaz, ze wspotczynnik, ktory przy takim wyrazeniu wystapi to
liczba sposob6w wyboru z n nawiaséw (a + b) k nawiaséw, w ktérych do wymnozenia wezmie-
my a. Zatem te wspétezynniki to kolejne wyrazy w wierszu tréjkata Pascala (co mozna bylo
zaobserwowaé w powyzszym zadaniu) i

(a+b)" = (n)a"bo + ( " )a"‘lb1 + ( " )a”_Qb2 +.. 4+ (n)albn_1 + (n)aob" => (n)akb”_k.
n n-1 n-—2 1 0 o \k

Ten wzér nosi nazwe dwumianowego wzoru Newtona.

Zadanie 20

Korzystajac ze wzoru dwumianowego Newtona oblicz
a) (3a+1)5
b) 114



Zadanie 21

Udowodnijcie, ze dla kazdego n,

2(—1)’“(2) - 0.

Wskazowka: Zastosuj wzor dwumianowy Newtona.

5 Zasada szufladkowa Dirichleta

Bardzo prosty fakt kombinatoryczny, a jednak o niesamowitej liczbie zastosowan w dowodach
wcale niebanalnych matematycznych faktow sformutowaliémy nastepujaco: jesli n malp $pi na
k drzewach, oraz k <n to na co najmniej jednym drzewie $pia co najmniej dwie maltpy.

Zadanie 22

Korzystajac z zasady szufladkowej Dirichleta, udowodnijcie, ze wsréd trzech licz catkowitych
zawsze sg dwie, ktory suma jest liczbg parzysta.

Zadanie 23

Niech p bedzie liczbg naturalng, a a,...,a, dowolnym ciggiem p liczb catkowitych. Udowod-
nijcie, ze suma pewnych z liczb ay,. .., a, jest wielokrotnoscig liczby p.
Wskazowka: Zastosuj zasade szufladkowq Dirichleta. Rozwaz reszty z dzielenia przez p liczb ze zbioru:

{0,@1,@1 +a2,...,a1+a2+...+ap}.

Zadanie 24

Niech A = {1,...,50}. Udowodnijcie, ze istnieja dwa rézne piecio-elementowe podzbiory A o
takiej samej sumie elementow.

Zadanie 25

Niech A bedzie pewnym dziesiecio-elementowym podzbiorem zbioru {1,...,50}. Udowodnijcie,
ze istnieja dwa rézne piecio-elementowe podzbiory A o takiej samej sumie elementéw.
Wskazéwka: Poréwnaj liczbe moZliwych piecioelementowych podzbioréw oraz liczbe mozliwych sum ich
elementow 1 skorzystaj z zasady szufladkowej Dirichleta.

Rozwazmy teraz skonczone ciagi réznych liczb rzeczywistych. Np. wezmy ciag dtugosci 2 -
3+1=7, np.

1, g 2021,v/2, 7, 2020, -2

wtedy
1,7/2,7,2020

jest jego podciagiem rosnacym diugosci 3 + 1 =4. Jesli wezme ciag:

1, g 2021,2020, 7, —10, -2



to moge znalez¢ w nim cigg malejacy dtugosci 2+ 1 =3, np.:
2021, 2020, 7.

Okazuje sie, ze jest tak zawsze, w nastepujacym sensie.

Zadanie 26

Udowodnijcie nastepujace twierdzenie zauwazone przez Erdosa. Niech n,m beda dowolnymi
liczbami naturalnymi > 1. Niech aq,as, ..., aym bedzie dowolnym ciggiem réznych liczb rze-
czywistych. Udowodnijcie, ze wtedy istnieje w nim podciag rosnacy

Ay < Qjy < .o < Qg
dhugosci m + 1 lub podciagg malejacy
Ajp > Ay > o .. > Aj 0y

dhugosci n + 1.
Wskazowka: Przypisz kolejnym wyrazom ciggu dlugosé najdluzszego podciggu rosngcego zaczynajgcego
sie od tego elementu.

6 Ciag Fibonacciego

Na wyktadzie poznaliscie cigg Fibonacciego, czyli ciag 0,1,1,2,3,5,8, ..., w ktérym kazdy ko-
lejny wyraz jest suma dwoch poprzednich.

Zadanie 27
Stworz podobny wzor rekurencyjny pasujacy do ciagu:
0,1,1,3,5,11,21,....

Wymyél zjawisko lub proces w $wiecie rzeczywistym, w ktoérej role odgrywa ten ciag.

Zadanie 28

Policzcie kolejne ilorazy kolejnych liczb z (oryginalnego) ciaggu Fibonacciego, czyli (uzywajac
kalkulatora) podzielcie druga liczbe przez pierwsza, trzecia przez druga, czwarta przez trzecia
i tak dalej. Co obserwujecie?

Zadanie 29

Ten ciag ilorazow jest coraz blizszy do tak zwanej ztotej proporcji, ktora wynosi:

1+5
(p: 2 °

Policzcie na kalkulatorze powyzszg liczbe i sprawdzcie, ze rzeczywidcie wyrazy ciggu ilorazow
sg do niej coraz blizsze.



Zadanie 30

Liczba ¢ jest nazywana czasem ,najprostszg niewymierng liczbg” lub ,najbardziej niewymier-
ng liczba”. Liczby niewymierne to takie liczby, ktérych nie da sie zapisa¢ w postaci p/q, gdzie
obie liczby p, ¢ sa catkowite, przy czym ¢ # 0. Inne przyktady liczb niewymiernych, poza ¢, to
chociazby 7, czy tez /2. Liczbami niewymiernymi jeszcze sie zajmiemy w przyszlosci, ale teraz
sprobujcie udowodnié, ze ¢ jest rzeczywiscie niewymierna.

Wskazowka: Zalozmy przeciwnie, ze sq takie liczby catkowite p,q, Ze

1+\/3
2

nanie tak, Zeby mie mie¢ w nim pierwiastka. Czyli w takim razie 5 jest ilorazem kwadratéw dwdch

= g. Przeksztatécie to row-

liczb catkowitych: a®> = (2p — q)? oraz ¢*. Rozwaicie teraz podzielnosé przez potegi pigthki licznika i
mianownika.

Zadanie 31

Wiemy juz, ze ¢ jest liczba niewymierng. Dlaczego jest wiec ,najbardziej niewymierna”? Oto6z
kazda liczbe mozna roztozy¢ w utamek tanicuchowy. Co to utamek tancuchowy? Przyjrzyjmy

si¢ na przyktadzie. Np.:
43 1
58 1
1+ il
I+5

co tatwo sprawdzi¢, sprowadzajac kolejne dodawania do wspolnego mianownika. Tymczasem
liczby niewymierne rozpisujg sie w nieskonczone utamki tancuchowe, czyli:

Co trzeba wstawi¢ za O, zeby dostac liczbe ¢? Najprostsza mozliwa liczba jest najlepszal Wta-
snie dlatego ¢ jest ,najprostsza niewymierng liczbg” lub ,najbardziej niewymierna liczbg”.
Sprawdz kolejne przyblizenia obcinajac utamek tancuchowy w ktoryms miejscu.

7 Indukcja matematyczna

Indukcja matematyczna to bardzo przydatna metoda dowodzenia twierdzen w jakis sposob
zwigzanych z liczbami naturalnymi.

O co chodzi? O bardzo prosty i bardzo silny model wnioskowania. Jesli mamy ciag kilku
baterii (ustawionych od lewej do prawej) ustawionych za soba i wiemy dwie rzeczy:

e pierwsza z nich po lewej ma minus,

e kazda kolejna jest ustawiona dobrze, czyli kolejna bateria ma po lewej stronie znak prze-
ciwny do znaku poprzedniej baterii z prawej strony,

to od razu wiemy, ze wszystkie baterie w ciagu po lewej stronie maja minus. Oczywiste, nie?
Te dwa elementy wiedzy nazywamy pierwszym i drugim krokiem indukcyjnym.

Jak zasade indukcji sformutowaé ogélnie? Mamy dang jakas teze zalezna od liczby n (w
przyktadzie bedzie to: n-ta bateria ma po lewej stronie minus) i chcemy udowodnié, ze zachodzi
dla kazdej liczby naturalnej n. Zasada indukcji méwi, ze wystarczy, ze pokazemy, ze prawdziwe
sg dwa fakty:



e teza jest prawdziwa dla n =0 (pierwszy krok)

e prawdziwa jest nastepujaca implikacja: jesli teza jest prawdziwa dla n = k, to jest tez
prawdziwa dla n = k + 1 (krok indukcyjny).

Na przyktad, pokazmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n, prawdziwe jest stwierdzenie, ze
suma kolejnych liczb naturalnych od 0 do n wynosi (ntb)n

W pierwszym kroku sprawdzamy dla n =0. 0 = 0, ok.
Drugi krok. Zatézmy, ze 1+...+k = ('ﬁgw Teza: 1+...+k+(k+1) = w Rzeczywiscie

korzystajac z zatozenia: 1+...+k+k+1 = EDE 4 (1) = EDERED _ (B2 oK g

Zadanie 32

Udowodnijcie korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze dla kazdej liczby naturalnej n,
3 jest dzielnikiem liczby 7" — 1.

Zadanie 33 (2 punkty)

Udowodnijcie, korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze dla kazdej liczby naturalnej
n > 3 zachodzi 2" > 2n + 1

Zadanie 34

Okazuje sie, ze aby policzy¢ n-tg liczbe w ciagu Fibonacciego, nie trzeba koniecznie liczyé
wszystkich poprzednich. Zaskakujace moze sie bowiem wydac, ze n-ta liczba Fibonacciego to

A7) A

- 2 NAUE

=7 NG

Przy okazji zauwazmy, ze i tu ztota proporcja odgrywa istotna role! Udowodnijcie ten wzor
korzystajac z zasady indukcji matematycznej!

Wskazowka: Tutaj w kroku indukcyjnym trzeba bedzie zatozyé, Ze wzor dziala nie tylko dla jednej, ale
dla dwdch kolejnych liczb, k-1 i k. Dlatego w pierwszym kroku indukcynym tez trzeba sprawdzi¢ dwie
pierwsze liczby: n=0 1 1.

8 Proponowane zadania domowe

Oddajac zadania domowe mozesz kazdorazowo wysta¢ dowolny ich zestaw, ktérego suma punk-
tow jest nie wicksza niz 6.

Zadanie 35 (1 punkt)
Oblicz:

(9) (2021) (7) (2021)
3)°\2020/'\5/)'\2019/)°
Zadanie 36 (1 punkt)

Oblicz



Zadanie 37 (1 punkt)

Niech A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Ile jest podzbior6w zbioru A? Ile jest cztero-elementowych
podzbioréow zbioru A? Ile jest cztero-elementowych pobzbioréw zbioru A, sktadajacych sie z
trzech liczb nieparzystych i jednej parzystej?

Zadanie 38 (1 punkt)

Udowodnij (opowiadajac historie), ze dla kazdych n,r, r <n,

()02

Sprawdz tez powyzszy wzor korzystajac z algebraicznej definicji symbolu Newtona.

Zadanie 39 (1 punkt)

a) Wszystko wskazuje na to, ze juz starozytni Grecy znali ztota proporcje. Zauwazyli takze,
ze proporcje z nig zwiazane wydaja sie naturalne i przyjemne dla ludzkiego oka. Ponizej
rysunek przedstawiajacy rekonstrukcje Partenonu — stynnej gtéwnej swigtyni na atenskim
Akropolu. Postugujac sie linijkg, kalkulatorem i nozyczkami stworzcie z kartki papieru kilka
odpowiednich prostokatnych wzorcéw oraz znajdzcie mozliwie duzo par dtugosci elementow
architektonicznych na rysunku Partenonu, ktére sa wzgledem siebie w ztotej proporcji.

PARTENON NA AKROPOLU W ATENACH, Vw.p.n.e.

ARCHITEKCT IKTINOS [ KALLIKRATES

b) Przez kolejne wieki to wlasnie ztote proporcje wyznaczaty kanon pickna w architekturze. Na
kolejnym rysunku znajdziecie fasade katedry Norte Dame w Paryzu. Ktore pary odcinkow
sa wladnie w takiej proporcji?

11



Uwaga: powyzsze rysunki znajdziecie tez na stronie naszych zaje¢ w materiatach z éwiczen!

Zadanie 40 (1 punkt)

Udowodnij, ze nie mozna umiesci¢ na tréjkacie rownobocznym o boku 2 pieciu punktow, takich,
ze dystans miedzy dowolnymi dwoma punktami jest zawsze wiekszy od 1. Skorzystaj z zasady
szufladkowej Dirichleta.

Zadanie 41 (2 punkty)

Udowodnij korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze dla kazdej liczby naturalnej n,
liczba 11™ — 4™ jest podzielna przez 7.

Zadanie 42 (2 punkty)

Udowodnij, opowiadajac historie, ze dla kazdych r,m, k takich, ze m <r, k <m, mamy

()0E)- (G
Zadanie 43 (2 punkty)

Na ile sposobow mozna umiesdci¢ 14 kul w 3 pudetkach, ale tak, by w co najmniej jednym z
nich byto co najmniej 8 kul?

a) Zaloz, ze kule sa nierozréznialne (sa takie same), natomiast pudetka sa (np. sa ponumero-
wane).

b) Zaléz, ze zaréwno kule, jak i pudetka sa nierozréznialne.

12



Zadanie 44 (3 punkty)

Udowodnij nic nie liczac, ze dla kazdych n, k, k <n, zachodzi:
n n—-(k-1 .
508 (e
ik \1 = \k-1

Wskazowka: Pomysl o k-tym elemencie wybieranego zbioru.

Zadanie 45 (3 punkty)

Niech f, oznacza n-ty wyraz ciggu Fibonacciego. Udowodnij, ze dla kazdego n,

a3 (" ‘)

i=0 t

gdzie | x| oznacza zaokraglenie liczby z w do6t.
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