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1 Tworzenie listy za pomoca petli for

Na ostatnich zajeciach poznaliSmy petle for, ktéra umozliwia wykonanie sekwencji podobnych komend.
Przyktadowo mozemy za jej pomoca napisa¢ program, ktory utworzy liste 21 liczb z przedziatu od 0 do
10 w rownych odstepach:

lista = []

for i in range(21):
lista.append(i/2)

print(lista)

Powyzszy program tworzy pusta liste, a nastepnie w petli for dodaje do niej kolejne liczby:
(0.0, 0.5, 1.0, 1.5, ..., 9.5, 10.0]

Ciekawostka dla zaawansowanych: Python pozwala nam zapisa¢ tworzenie tej list za pomoca
jednolinijkowej komendy for:

lista = [i1/2 for i in range(21)]
print(lista)

Jej dziatanie jest identyczne do kodu zamieszczonego powyzej, jednak wykorzystywanie jednolinijko-
wych komend moze sprawi¢, ze kod stanie si¢ krétszy i bardziej czytelny. My jednak bedziemy gtéwnie
korzystac ze standardowej postaci petli, ktora dla poczatkujacych moze by¢ tatwiejsza w uzyciu. Nie mniej
mozesz uzywac¢ rowniez wersji jednolinijkowej.

,_[ Zadanie 1.0.1 ]

Stwérz i wypisz na ekran liste zawierajacej 16 liczb z przedziatu od —1 do 2, t.j.
[-1.0, -0.8, -0.6, ..., 1.8, 2.0].

2  Wykresy

2.1 Biblioteka pyplot

Do rysowania wykresow w Pythonie postuzy¢é moze np. pakiet pyplot. Aby go uzywaé, na poczatku
programu musimy go zaimportowac i wybra¢ odpowiedni tryb poleceniami:

import matplotlib.pyplot as plt

Do tworzenia wykresow bedzie nam stuzyla funkcja plot() z biblioteki zaimportowanej jako plt.
Bedziemy ja wywotywaé w sposéb nastepujacy: plt.plot(x, y, format), gdzie x jest lista kolejnych
wartosci osi X, y jest lista odpowiadajacych im wartosci osi Y, a format okresla typ rysowanego wykresu.
Na przyktad:



plt.plot ([, 2, 3], [1, 2, 4])

Python pozwala nam réwniez ustawi¢ wlasne nazwy osi pionowej i poziomej, na przyktad:

plt.xlabel("os pozioma")
plt.ylabel("os pionowa")

Wykres mozemy wyséwietli¢ za pomoca komendy plt.show()

plt.show()

Biblioteka pyplot pozwala nam narysowa¢ wiecej niz jedna serie danych. W tym celu wystarczy dodac
wiecej instrukcji plot () przed wyswietleniem wykresu. Warto dla czytelnosci doda¢ legende komenda
legend, bedzie ona uzywac etykiety wykresu przekazanej w argumencie label funkci plot:

plt.plot([1, 2, 3], [1, 2, 4], label='seria 1')
plt.plot([l, 3, 5], [4, 3, 1], label='seria 2')

plt.legend()
plt.show()
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,_[ Zadanie 2.1.1 ]

Narysuj wykres zawierajacy pierwsze pie¢ poteg dwojki.

2.2 Rysowanie wykresu funkcji

Powiedzmy, ze chcieliby$my narysowaé wykres pewnej funkcji matematycznej, na przyktad f(z) = 2% —2z

w zakresie od x = —2 do x = 4. Mozemy to zrobi¢ tworzac liste x=[-2, -1, 0, 1, 2, 3, 4], anastepnie
obliczajac warto$¢ f(x) dla kazdej wartoéci © w ponizej przedstawiony sposob:



x = range(-2, 5)
f=10
for i in x:

f . append (1#*2-2%1)
plt.plot(x,f)

Jednak parabola, ktora w ten sposoéb wygenerowaliSmy ma dosé niska rozdzielczosé - wyglada bardziej
na linie tamana (patrz Rysunek la). Mozemy zwiekszy¢ jakosé wykresu zwiekszajac liczbe wartosei z, na
przyktad do 61. Mozemy to zrobi¢ nastepujaco:

x = []
=10
for i in range(61):
x.append (-2+6%1/60)
f.append (x [-1]**2-2*x[-1])
plt.plot(x,f)

Dla przypomnienia x[-1] odwoluje sie do ostatniego elementu listy x.
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(a) Wykres z 7 punktéw. (b) Wykres ze 101 punktéw.

Rysunek 1: Wykres funkeji f(z) = 22 — 2z
Zwrdé uwage na to, ze pierwsza linijka powyzszego kodu tworzy liste

x=[-2-1.9-1.8,—1.7,..,3.9,4]
Po zwigkszeniu liczby punktéw wykres zostal wygtadzony (patrz Rysunek 1b).

,_[ Zadanie 2.2.1 ]

Utworz liste t zawierajaca 101 liczb z przedziatu od 0 do 10, a nastepnie oblicz dla nich wartosé
funkcji z(t) = 2, y(t) = 2'. Wykorzystaj utworzone w ten sposéb listy, zeby narysowaé¢ wykres
funkeji x(t) 1 y(t). Pamietaj o dodaniu czytelnej legendy. Ktéra funkcja rosnie szybciej?

Zadanie dodatkowe: Dla jakich przedzialéw wartoéci, funkcja x(t) = t2 jest wyzsza od y(t) = 27

Funkcje réwniez mozecie tatwo narysowac korzystajac z réznych narzedzi online, np. w kalkulatorze
graficznym dostepnym na stronie https://www.desmos.com/calculator. Polecam sprobowaé¢ narysowac
wykresy funkcji z poprzedniego zadania w Desmos i porownac je ze soba.


https://www.desmos.com/calculator

3 Pochodne

Na wyktadzie pochodna zostala zdefiniowana za pomoca granicy

d .. flz+Az) — f(x)
dx (z) = A1:1EIEO Ax
Na przyktad rozwazmy pochodng funkcji f(x) = 22 dla x = 1. Jest ona zdefiniowana jako:
d . (x+ Ax)? —2?
! = AT A

Wykorzystujac powyzsza definicje pochodnej mozemy tatwo oszacowaé warto$é¢ pochodnej, obliczajac
wyrazenie po prawej stronie rownania dla matej wartosci Az. Na poczatku wezmy wartos¢ Az = 0.1.
Obliczmy w Pythonie:

x =1
dx = 0.1
((x+dx)**2 - x*x2) / dx

Otrzymamy wynik 2.1. Ciekawostka: Wynik ten moze on zosta¢ wyswietlony jako 2.100000000000002,
jednak obecnosé¢ 2 na ostatnim miejscu rozwiniecia dziesietnego jest skutkiem tego, ze Python ma ograni-
czong precyzje zapisywania liczb w pamieci komputera. Zapisuje je w systemie dwéjkowym (binarnym), a
nie wszystkie utamki zapisane w systemie dziesietnym (np. 2.1) moga zosta¢ doktadnie zapisane w systemie
dwdéjkowym.

,_[ Zadanie 3.0.1 ]

Sprébuj stopniowo zmniejszaé wartosé zmiennej dx, za kazdym razem obliczajac pochodng funkcji
f(x) = 22 dla = = 1. Co obserwujesz?

Sprobujmy teraz bardziej systematycznie sprawdzi¢ jak zalezy btad obliczonej pochodnej w zaleznosci
od dtugosci kroku dx. W tym celu obliczmy wartos¢ pochodnej dla kilku wybranych wartosci dx, a nastepnie
umiesémy je na wykresie.

x =1
dx = [0.1, 0.08, 0.06, 0.04, 0.02, 0.001]
pochodna = []
for i in dx:

pochodna.append (((x+i)**2 - x**2) / i - 1)
plt.plot(dx, pochodna)
plt.xlabel('dx"')
plt.ylabel('btad oszacowania df/dx dla x=1")
plt.show()

Co obserwujesz?

,_[ Zadanie 3.0.2 ]

Oblicz pochodng funkcji f(x) = 23 dla z = 1 dla kilku wybranych wielkoéci dx. Nastepnie sprawdz
za pomoca wykresu czy btad naszego oszacowania zwigksza si¢ proporcjonalnie od dx.




,_[ Zadanie 3.0.3 ]

Koncentracje wiruséow HIV w osoczu krwi leczonego pacjenta opisuje funkcja n(t) = ¢ * 27t W
tym zadaniu zbadamy jak pochodna tej funkcji (szybkosé wzrostu populacji wiruséw) zmienia sie w
czasie. W tym celu wykonaj nast¢pujace zadania:

1. Narysuj wykres tej funkcji dla 101 wartosci ¢ z przedziatu od 0 to 10.

2. Sprobuj naszkicowaé wykres pochodnej tej funkcji bez umieszczania wartosci liczbowych na
osi pionowe;j.

3. Nastepnie oblicz wartos¢ pochodnej w kazdym punkcie wykorzystujac wybrang mata wartosé
kroku dt. Nastepnie narysuj wykres pochodnej g—g dla réznych wartosci x.

4. Czy wykres uzyskany w Pythonie jest zgodny z naszym szkicem?

4 Funkcja wykladnicza z wykorzystaniem biblioteki math

Biblioteka math zawiera wiele przydatnych funkcji matemtycznych. W celu jej zaimportowanie wykorzystaj
komende

‘ import math

Biblioteka ta zawiera miedzy innymi pierwiastek (math.sqrt) funkcje wykladnicza o podstawie e
(math.exp), logarytm (math.log) oraz wiele innych.
Wykonajmy przyktadowe dziatania z wykorzystaniem tej biblioteki:

import math

print(math.sqrt(4)) # pierwiastek z 4
print(math.sqrt(10)) # pierwiastek z 10

print (math.exp(1)) # e do potegi 1 (czyli e)
print (math.exp(5)) # e do potegi 5

print (math.log(100)) # logarytm naturalny z 100
print (math.log(100,10)) # logarytm o podstawie 10 ze 100

Doktadny opis wszystkich funkcji zawartych w bibliotece math mozna znalezé¢ w dokumentacji na stronie
https://docs.python.org/3/library/math.html.

,_[ Zadanie 4.0.1 ]

Oszacuj pochodna funkcji f(z) = e® dla réznych wartosci x z przedziatu od 1 do 10, a nastepnie

sprawdz czy jest ona réwna g = e”.

,_[ Zadanie 4.0.2 ]

Oszacuj pochodng logarytmu naturalnego f(x) = In(x) dla réznych wartoéci x z przedziatu od 0
do 10 (zwréé jednak uwage, ze funkcja nie ma wartoéci dla = 0). Narysuj wykres pochodnej g—g
jako funkcji z. Na podstawie wykresu lub wartosci pochodnej, sprobuj odgadnaé jaka prostg funkcje
matematyczna przedstawia ten wykres. Sprawdz swoja hipoteze.



https://docs.python.org/3/library/math.html

5 Zadania dodatkowe
,_[ Zadanie 5.0.1 ]

Zadanie dla ambitnych.

Napisz funkcje, ktéra obliczy pochodna funkeji f(z) = xsin (%) numerycznie. Nastepnie oblicz
warto$¢ funkcji f(z) i jej pochodnej f’(x) dla 10000 wartosci = przedziale od —1 do 1, a nastepnie
wykorzystaj je, zeby narysowa¢ wykres f(x) i f'(x). Co obserwujesz?

Podpowiedz: Funkcje sin(z) mozesz obliczyé za pomocg komendy math.sin(z). Pamietaj o wcze-
sniejszym zaimportowaniu biblioteki math.

,_[ Zadanie 5.0.2 }

Zadanie dla ambitnych (i bardzo cierpliwych).

Joker znéw terroryzuje miasto - musimy wezwa¢ Batmana. W tym celu musisz utworzy¢ w Pythonie
batsygnal. Potrzebne do tego funkcje znajdziesz na stronie https://mathworld.wolfram.com/
BatmanCurve.html® Jesli ci siec uda wyslij go do Batmana na kanal NAUKA /#informatyka na
naszym Discordzie. Nasz los jest w twoich rekach!

a. Pojawia sie w nim funkcja Heaviside’a, ktéra mozesz zapisaé jako H(xz) = % (1 + ‘i—‘)

6 Praca domowa nr 2

Rozwigzania zadan domowych nalezy przesta¢ do czasu nastepnych éwiczen. Prowadzacy moze réwniez
zmieni¢ ostateczny termin przestania pracy domowej, np. na inng godzine lub dzien.

Za prace domowa mozna maksymalnie dosta¢ 6 punktéw. Mozna wybiera¢ zarowno tatwiejsze zadania,
jak i trudniejsze, za wiekszg liczbe punktéw. Mozna rowniez rozwigzac zadania za wieksza liczbe punktow,
np. za 10. Jesli wtedy poprawnie beda rozwiazane zadania za 5 punktéw, to zostanie przydzielone 5
punktow. Jesli beda poprawnie rozwiazane zadania za wiecej niz 6 punktéw, np. 8 czy 10, to taka osoba
otrzyma maksymalnie 6 punktow.

Pamietaj, zeby notebook byt czytelny — kazde zadanie powinno by¢ umieszczone w osobnym bloku
tekstowym oraz poprzedzone numerem (i opcjonalnie opisem) zadania. Komentarze sa mile widziane.

W tym celu wystania pracy domowe;j kliknij "Udostepnij” znajdujace si¢ w prawym goérnym rogu okna.
Nastepnie w sekcji "Pobierz link” zmienn domyslng opcje "Przegladajacy” na "Komentujacy”, a nastepnie
skopiuj podany w oknie link i wyslij do prowadzacemu zajecia przez Discorda.

Zadanie 6.0.1 — 1 pkt

Utworz i wypisz wykorzystujac petle for pierwsze 10 poteg dwojki zaczynajac od 2.

Zadanie 6.0.2 — 1 pkt ‘

Napisz program (lub funkcje), ktory/a dla dowolnych wartosci zmiennych min, max i n, utworzy i
wypisze liste n rowno oddalonych od siebie wartosci z przedziatu od min do max. Na przyktad dla
min= 2, max= 4 i n= 5 powinien utworzy¢ liste [2.0, 2.5, 3.0, 3.5, 4.0].

Zadanie 6.0.3 — 1 pkt ]

Oszacuj numerycznie pochodna funkcji f(z) = ¢/ = /3 dla = 1 i 2 = 0 i wypisz ja na ekran.
Co obserwujesz wraz ze zmniejszaniem kroku Ax? (opisz w polu tekstowym)



https://mathworld.wolfram.com/BatmanCurve.html
https://mathworld.wolfram.com/BatmanCurve.html

Zadanie 6.0.4 — 2 pkt

Na pierwszym wyktadzie liczbe Eulera wprowadziliémy jako wartos¢ graniczng dziatania

. \"
e = lim (1 + —)
n—00 n
Oblicz warto$¢ funkcji f(n) = (1+ %)n dla catkowitych warto$ci n od 1 do 1000 i narysuj ja na

wykresie (umieszczajac f na osi pionowej, a n na osi poziomej). Opcjonalnie mozesz dodaé¢ do wykresu
linie pozioma odpowiadajaca wartosci e. Czy rzeczywiscie wartosé¢ f(n) dazy do statej wartosci?

Zadanie 6.0.5 — 2 pkt ‘

Rysujac wykres funkcji f(z) = 23 —32? i g(x) = x—3 w Pythonie znajdz (w przyblizeniu) wszystkie
miejsca przeciecia tych wykresow.

Zadanie 6.0.6 — 2 pkt

Zadanie "milosne”. Narysuj wykres funkcji f(z) = /1 — (Jz| —1)? i g(z) = =34/1—/5]z| w

przedziale x od —2 do 2. Do obliczenia wartosci bezwzglednej mozesz postuzy¢ si¢ funkcjg abs ().

Zadanie 6.0.7 — 3 pkt |

Zadanie dla zaawansowanych. W jednym z zadan na ¢wiczeniach z matematyki pokazywalismy,
ze funkcje wyktadnicza f(x) = e® mozna przedstawi¢ jako nieskonczona sume

T .fl?2 .1?3 .CE4

— xr __ _ - PR JE—
f(x)=e —1+1!+ o1 + a0 + 1 + ...
Napisz funkcje, ktéra oblicza sume pierwszych n wyrazéw, t.j. g(z,n) =1+ §; + “72—? +...+ ’;—T
Nastepnie narysuj wykres funkcji f(z) = e* oraz funkeji g(x,n) dla kilku wartoéci n (np. n =
1,2,3,4,5). Co obserwujesz?

Zadanie 6.0.8 — 3 pkt

Narysuj wykresy tych funkcji w jednym uktadzie wspdlrzednych (na jednym ekranie). W jaki sposéb
sa one powiazane miedzy soba (opisz stownie w polu tekstowym)?

Ly=2% y=e, y=5, y=20%

2.y=e*, y=e", y=8" y=8"

3. y=3", y=10°, yz(l—O), yz(g);

4. y=0,9*, y=0,3*, y=0,6", y=0,1".
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