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1 Powtoérzenie wyktadu: model SIR

Model SIR opisuje dynamike epidemii poprzez podzielenie populacji na trzy grupy: osoby zdrowe (S(t)),
osoby zainfekowane (I(t)) oraz osoby uodpornione (R(t)). Osoby zdrowe moga staé sie zainfekowane w
wyniku kontaktu z inng osoba zainfekowana, podczas gdy osoby zainfekowane moga wyzdrowie¢ z pew-
nym stalym prawdopodobiefistwem. Bedziemy zakladaé, ze S(t) + I(t) + R(t) = 1, tzn. ze opisuja one
czes¢ populacji, ktéra nalezy do kazdej grupy. Szybkosé przechodzenia pomiedzy poszczegdlnymi stanami
wyglada nastepujaco:
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Zatem szybko$¢ zmian liczby oséb uodpornionych, zainfekowanych i ozdrowialtych w czasie opisywana

jest nastepujacym uktadem réwnan rézniczkowych:
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gdzie i 7 to state dodatnie parametry. Parametr § opisuje szybko$é rozchodzenia sie epidemii (mozna na
nia znaczaco wpltywaé poprzez izolowanie oséb chorych, noszenie maseczek itp.), a parametr v szybko$¢
wychodzenia z infekcji (mozna na nig w lekkim stopniu wplywaé np. zapewniajac odpowiednia opieke
zdrowotna).

W trakcie tej pracowni napiszemy wtasna symulacje modelu SIR w Pythonie, zbadamy wtasnosci tego
modelu, oraz rozbudujemy powyzszy model o dodatkowe elementy.

2 Implementacja modelu SIR

Napiszemy teraz symulacje modelu SIR wykorzystujac metode Eulera poznang na ostatniej pracowni
komputerowej. Implementacja bedzie przebiega¢ tak samo jak w przypadku dotychczasowych symulacji
numerycznych, z tym wyjatkiem, ze bedziemy mie¢ trzy zamiast jednej zmiennej.

1. Zacznijmy od zdefiniowania parametrow modelu, 5 = 2.5, v = 1 i kroku czasowego At = 0.001:

beta = 2.5
gamma = 1
dt = 0.001




2. Nastepnie wybierzmy warunki poczatkowe. Przyjmijmy, ze poczatkowo 1 na 10000 osob jest zainfe-
kowana, podczas gdy reszta populacji jest podatna:
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3. Teraz zainicjujmy listy, w ktorych bedziemy umieszczaé wartosci ¢, S, I i R w kolejnych krokach

czasowych.
t = [0]

s = [s0]
i = [10]
r = [r0]

4. Czas na gtéwna petle symulacji. Bedziemy ja wykonywaé¢ dopoki liczba chorych nie spadnie ponizej
ich poczatkowej ilodci. Kolejne wartosci S, I, R obliczamy za pomoca metody Eulera nastepujaco:

Siy1 =8, — BS 1At
I =1, + (BS;1; —vI;) At
Ry = R, + LAt
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while i[-1] >= iO:

S
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.append(t[-1] + dt)

.append(s[-1] - beta*s[-1]1*i[-1] * dt)

append(i[-1] + (beta*s[-1]*i[-1] - gammax*i[-1]) * dt)
.append(r[-1] + gammax*i[-1] * dt)

5. Narysujmy wyniki symulacji S(¢), I(t), R(t) na jednym wykresie:
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.plot(t,s)
.plot(t,i)
.plot(t,r)

.xlabel('t")
legend(['S(t) ', 'I(t)', 'R(t)'])
.show ()

Pamietaj, ze rysowanie wykresow wymaga zaladowania biblioteki matplotlib.pyplot za pomoca
komendy import matplotlib.pyplot as plt.

Caty skrypt powinien wygladaé nastepujaco:



import matplotlib.pyplot as plt

beta = 2.5
gamma = 1
dt = 0.001
sO = 0.9999
i0 = 0.0001
r0 = 0

t = [0]

s = [s0]

i = [i0]

r = [r0]

while i[-1] >= i0:
t.append(t[-1] + dt)
s.append(s[-1] - betaxs[-1]*i[-1] * dt)
i.append(i[-1] (beta*s[-1]*i[-1] - gammaxi[-1]) * dt)
r.append(r[-1] + gammaxi[-1] * dt)

+

plt.plot(t,s)
plt.plot(t,i)
plt.plot(t,r)

plt.xlabel('t"')
plt.legend(['S(t) "', 'I(t)", 'R(t)'])
plt.show()

Powinnismy w ten sposéb uzyska¢ ponizszy wykres:
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Latwo mozemy sprawdzi¢, jaka cze$¢ populacji zostatoby tacznie zainfekowana sprawdzajac ile mamy
pod koniec epidemii 0os6b uodpornionych. Robimy to komenda r [-1], ktéra powinna zwrdci¢ okoto 0.89
(czyli 89%).

W przypadku symulacji z wiecej niz jedng zmienng mozemy takze narysowacé przestrzen fazows, np.
pokazujaca zaleznos¢ miedzy liczbg oséb zdrowych i zainfekowanych:



plt.plot(s,i)
plt.xlabel('S")
plt.ylabel('TI")
plt.show()
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Na wykresie tym mozemy zaobserwowaé, ze liczba os6b zdrowych maleje do okoto 10% populacji,
podczas gdy liczba 0séb zainfekowanych rosnie to pewnej maksymalnej ilosci w trakcie szczytu epidemii,

a nastepnie maleje.
Ciekawostka: Biblioteka matplotlib.pyplot umozliwia takze rysowanie wykresow tréjwymiaro-

wych. W celu narysowania trojwymiarowej przestrzeni fazowej (S, I, R) mozesz postuzy¢ sie nastepujacym

kodem:

fig = plt.figure()

ax = fig.gca(projection='3d")
ax.plot(s,i,r)
ax.set_xlabel('S')
ax.set_ylabel('I")
ax.set_zlabel('R')

plt.show()
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,_[ Zadanie 2.0.1 ]

W tym zadaniu pokazemy jak rozwdj epidemii zalezy od szybkosci transmisji opisywanej za pomoca
parametru B. Na niego maja wplyw takie dziatania jak wprowadzanie lockdownéw, promowanie
pracy z domu czy noszenie maseczek w miejscach publicznych — sprobujemy jako$ciowo zbadaé
skutecznos¢ takich interwencji.

Wykonaj symulacje dla 8 réwnego 1.1, 2, 5, 10 i 20, a nastepnie przedstaw wyniki wszystkich
symulacji na jednej przestrzeni fazowej. Opisz stownie jak szybkos¢ transmisji (parametr 5) wpltywa
1) na liczbe chorych podczas szczytu epidemii, oraz 2) na liczbe oséb, ktére zostang zarazone podczas
calego trwania epidemii.

3 Rozszerzenie modelu SIR

Teraz sprébujemy rozbudowaé model SIR, poprzez uwzglednienie w nim faktu, ze osoby, ktore przeszty
przez chorobe po pewnym czasie traca swoja odpornosc.

,_[ Zadanie 3.0.1 ]

Zmodyfikuj model SIR okre$lony réwnaniami (1), tak zeby uwzgledni¢ powyzszy efekt. Zaldz, ze
kazda osoba uodporniona ma taka sama szanse na utrate odpornosci oraz, ze nie zmienia sie ona w
czasie. Szybko$¢ utraty odpornosci oznaczmy jako 6.

,_[ Zadanie 3.0.2 ]

Zmodyfikuj swoja symulacje modelu SIR, tak zeby uwzglednic¢ utrate odpornosci. Wykonaj symulacje
dla czasu t od 0 do t,,,, = 500 dla parametréow 8 = 2.5, v = 11 d = 0.01. Narysuj wynik symulacji
S(t), I(t) i R(t) na jednym wykresie. Co obserwujesz?

,_[ Zadanie 3.0.3 ]

Narysuj wykres fazowy opisujacy wyniki symulacji z poprzedniego zadania. Co obserwujesz?

Model, ktory skonstruowali$my, nazywa sie SIRS, i podobnie jak model SIR jest wykorzystywany do
opisu dynamiki epidemii.

4 Zadanie dodatkowe
,_[ Zadanie 4.0.1 ]

Zmodyfikuj model z poprzedniego zadania (model SIRS) przy dodatkowym zatozeniu, ze prowadzona
jest akcja szczepien, w wyniku ktorej osoby podatne z pewnym statym prawdopodobienstwem staja
sie¢ uodpornione.

1. Zapisz réwnania opisujace zmiane S(t), I(t) i R(t) w czasie dla tego modelu.
2. Napisz symulacje tego modelu w Pythonie.

3. Zbadaj wptyw czesto$ci wykonywania szczepien na przebieg epidemii.




,_[ Zadanie 4.0.2 ]

Zmodyfikuj model SIRS przy dodatkowym zatozeniu, ze osoby zainfekowane mogg z pewnym praw-
dopodobienstwem umrzec

1. Zapisz réwnania opisujace zmiane S(t), I(t), R(t) i D(t) (liczby os6b zmartych) w czasie dla
tego modelu.
2. Napisz symulacje tego modelu w Pythonie.

3. Zbadaj wplyw Smiertelnosci na przebieg epidemii.

_[ Zadanie 4.0.3 ]

Zmodyfikuj podstawowy model SIR (1) przy uwzglednieniu dynamiki populacji. Zaloz, ze liczba
os6b podatnych przybywa w statlym tempie na skutek przyrostu naturalnego. Takze zaldz, ze za-
réwno osoby podatne, zainfekowane jak i uodpornione umieraja w tym samym tempie (tzn. fakt, ze
przechodzimy /przeszliémy chorobe, nie wplywa na $miertelnoéé). Tak dobierz wspétezynniki, zeby
taczna populacja nie ulegata zmianie.

1. Zapisz réwnania opisujace zmiane S(t), I(t) i R(t) w czasie dla tego modelu.

2. Napisz symulacje tego modelu w Pythonie.

3. Zbadaj wptyw wspélezynnika narodzin/zgonéw na przebieg epidemii.

5 Zadania domowe

Zadanie 5.0.1 (3 punkty)

Zbadaj jak przebieg epidemii Sars-Cov-2 zalezy od poczatkowej liczby oséb uodpornionych, np.
poprzez program szczepien. Wykorzystaj standardowy model SIR. Przyjmijmy, ze wirus Sars-Cov-2
opisujg parametry § = 2.5 1 v = 1. Rozwaz 0%, 10%, 20%, 30%, 40%, 50% i 60% poczatkowo
uodpornionych oséb.

Opisz stownie stopien uodpornienia spoteczenistwa wpltywa na 1) maksymalng liczbe oséb chorych
w trakcie szczytu epidemii, 2) taczna liczbe chorych przez caly czas trwania epidemii.

Zadanie 5.0.2 (3 punkty)

Zaproponuj modyfikacje modelu SIR, ktory uwzgledni to, ze osoby wystawione na dziatania wirusa,
nie zarazaja od razu, ale przechodza najpierw przez okres inkubacji (oznaczmy te cze$¢ populacji
zmienna FE(t) - z angielskiego exposed). Przyjmij, ze osoby w okresie inkubacji nie zarazaja, jednak
z pewnym prawdopodobienstwem moga stac sie zarazeni.

1. Zmodyfikuj réwnanie (1), tak aby uwzgledni¢ osoby przechodzace przez okres inkubacji. W
rOwnaniach powinien pojawié¢ sie nowy staly parametr opisujacy szybko$¢ przechodzenia z
okresu inkubacji (F) do stanu zainfekowanego ().

2. Zaimplementuj zmodyfikowany model SIR w Pythonie. Wykonaj symulacje dla réznej szybko-
Sci przechodzenia z okresu inkubacji E do stanu I.

3. Rysujac odpowiednie wykresy pokaz jak dtugo$¢ okresu inkubacji wptywa na 1) dtugosé epi-
demii, 2) najwyzsza liczbe zachorowan w trakcie szczytu epidemii, oraz 3) taczna liczbe oséb
zainfekowanych.
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